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1. Вступ
Рівняння з частинними похідними другого порядку 
параболічного типу зустрічаються частіш за все при ви-
вченні процесів теплопровідності та дифузії. Як відомо, 
процес розподілу тепла в просторі може бути в повній 
мірі описаний температурою u(x, t), де x∈ℝn. Якщо тем-
пература непостійна, то виникають теплові потоки, які 
спрямовані від місць з більш високою температурою до 
місць з найбільш низькою температурою. Тут будуть 
розглянуті температурні процеси в досить великому 
інтервалі зміни температур, що приводить до квазілі-
нійних рівнянь теплопровідності. Отже, запишемо ди-
вергентне параболічне рівняння в загальному вигляді:















( ) ( ) ( )( )= 1 nA x A x ,...,A x ;





u grad u ;
x ... x
( )F x,t  – щільність теплових джерел (потоків).
Актуальною та цікавою є задача дослідження 
властивостей розв’язку задачі з початковими даними 
(задача Коші) про розподіл температури на нескінчен-
ності: знайти розв’язок рівняння теплопровідності
( )( ) ( )= ∇ +t xu div k u,u u F x,t
в області x∈ℝn, t>0, який задовольняє умові:
( ) ( )= 0u x,0 u x ,
 
x∈ℝn.
Питання щодо існування та єдності розв’язку та-
кої задачі вивчалась багатьма авторами та вирішенні 
успішно (наприклад, в [1, 2]). Крім того, у випадку 
конкретного коефіцієнту температуропровідності та 
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 x∈ℝn, t>0,
( ) ( )= 0u x,0 u x ,
 
x∈ℝn.
2. Аналіз літературних даних та  
постановка проблеми
На сьогоднішній день відомо [3–6], що для вище-
зазначеної початкової задачі спостерігається явище 
миттєвої компактифікації носія розв’язку, коли, не 
дивлячись на те, що носій початкової функції може 
співпадати з усім простором ℝn, у розв’язка він стає 
компактним в будь-який скільки завгодно малий мо-
мент часу t>0 та сжимається в початкові моменти часу. 
Вивченню та дослідженню цього явища присвячено 
цю статтю. 
Робота [7] була першою, де систематично вивчили 
властивість миттєвої компактифікації для напівліній-
ного рівняння теплопровідності 
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Математика и кибернетика – прикладные аспекты
В [7] знайдені умови на поведінку функції b(u) 
в околі нуля, які гарантують властивість миттєвої 
компактифікації за умови невід’ємної, неперервної, 
обмеженої початкової функції, що прямує до нуля на 
нескінченності. 
Для варіаційних нерівностей властивість миттєвої 
компактифікації була досліджена в [8]. В роботах [9, 10] 
до одновимірного рівняння 
( ) ( )= −m pt xxu u g x u
був застосований метод, який базується на порівняль-
ному принципі. Було встановлено, що якщо 
( ) ( ) ( )−γ −β≤ + ≥ +0 0 1u c 1 x , g x c 1 x ,
( )≥ ∈ β > γ > >im 1, p 0,1 , 0, 0, c 0,
то задача, про яку йдеться, має властивість миттєвої 
компактифікації.
Підкреслимо, що аналогічний феномен може ви-
никнути в інших фізично важливих моделях. Так, в 
[11] для рівняння
( ) ( )= + < < ≥m nt xx xu u u , 0 n 1, m 1 
було доведено наступний результат: 




1 ncx  при → ∞x , тоді 




u x,t 0, t 0, c , x x 0
n





Крім того, звідси випливає явище миттєвої компак-




=   
1
1 n
0u o x .
Аналогічні результати були отримані в [12]. Для 
квазілінійного параболічного рівняння другого по-
рядку дивергентного вигляду з початковими даними 
з Lq [13].
В статті [14] розглянуто рівняння дифузії з нео-
днорідним джерелом. Виділено два випадки, коли 
радіус носія залежить та не залежить від геометрії 
області. 
Але, зауважимо тут, що більшість проаналізова-
них вище результатів були отримані для невід’ємних 
розв’язків і з умовою на початкову функцію: або 
→ → ∞0u 0, x ,  або вона має мажоранту. Основним ін-
струментом при отриманні результатів був принцип 
максимуму. Виходить, що якщо початкова функція 
не має монотонної мажоранти, наприклад, як у ви-
падку
( ) ( )+ = ∈ >0 0u k 1, k Z, u x 0,  x∈ℝ,
тоді навіть для самого простого рівняння 
= − < <pt xxu u u , 0 p 1
необхідних результатів немає, оскільки лише порів-
няльного принципу тут недостатньо. Для рівнянь 
більш високого порядку ми взагалі не маємо таких 
принципів. Таким чином, виникає актуальна пробле-
ма – знайти новий підхід, що дасть змогу аналізувати 
поведінку розв’язку в ситуаціях більш складних та 
загальних, де не накладаються додаткові умови на 
функцію з умови Коші. 
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u grad u ;
x ... x
 
p та λ − це додатні дійсні числа; початкова функція з 
умови Коші (2) така, що u0(x)∈L2(ℝn); n − розмір про-
стору, ≥n 1.
3. Ціль та задачі дослідження
Метою роботи є вивчення поведінки розв’язку для 
широкого класу нелінійних диференційних рівнянь в 
частинних похідних через застосування принципово 
нового підходу, що був запропонований в [3]. Більш 
деталізовано: ми зацікавлені в феномені під назвою 
“компактифікація” (або “миттєве скорочення”) носія 
розв’язку supp u(x, t), де
( ) ( ){ }= ∈ ≠nu x,t clos x R : u x,s pp tu 0 .
Математична постановка задачі даної роботи: до-
вести, що задача Коші для параболічних рівнянь 
вищенаведеної структури (1) з умовою (2) має власти-
вість скорочення носія розв’язку. Це важлива задача з 
точки зору прикладної математики та математичної 
фізики. 
Для досягнення поставленої мети вирішувались 
наступні задачі:
– отримати інтегральні оцінки, що пов’язують різні 
норми розв’язку;
– звести інтегральні співвідношення до недифе-
ренціальної нерівності та проаналізувати її;
– встановити властивість стиснення носія. 
4. Метод розв’язання задачі
Метод дослідження є результатом еволюції ідей, які 
походять з теорії лінійних параболічних та еліптичних 
рівнянь. Він може бути застосований з різноманітними 
цілями та для різних рівнянь. Сутність цього підходу 
полягає в отриманні та аналізі спеціальної (недифе-
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ренціальної) нерівності, яка зв’язує енергетичні норми 
розв’язку.
5. Результат дослідження поведінки носія розв’язку 
рівняння (1)
Перш за все, наведемо тут означення, що дасть 
змогу на строгому математичному рівні навести отри-
маний результат. 
Означення. Задача Коші (1), (2) має властивість 
миттєвої компактифікації, якщо для будь-якого t>0 
носій її розв’язку u(x, t) обмежений, навіть якщо він не 
обмежений при t=0.
Основним результатом проведених досліджень є 
наступна теорема.
Теорема. В обох випадках 
– < λ < ≥0 1, p 1;
– < λ <0 p,







 коли >n 2;  
    – якщо < <0 p 1,  коли ≤n 2.
задача (1), (2) має властивість “миттєвої компакти-
фікації”.
6. Доведення властивості скорочення  
носія розв’язку
Для доведення Теореми про компатифікацію носія 
розв’язку задачі (1), (2) нам знадобляться добре відома 
слідова нерівність Гальярдо-Ніренберга, що буде наве-
дена нижче, а також наступна лема, яка не є тривіаль-
ним фактом і тому потребує строгого математичного 
доведення. 
Лема 1. Якщо f(τ, s) − додатня, зростаюча функція, 
що задовольняє нерівності
( ) ( )( ) ( )α βτ + τ + τ ≤ δ τf f , s , s f , s f , s  (3)
– для кожного τ > τ > δ > α > β >0 0, s s , 1, 0, 0,  тоді ви-
конується:
( )τ ≡f , s 0
– для всіх (τ, s) таких, що:
( ) ( )α βα βτ > τ + τ > + τ− δ − δ0 0 0 0 0 0
1 1
f ,s , s s f ,s .
1 1
Доведення Леми 1.
Визначимо послідовності наступним чином: 
( ) ( )α β+ +τ = τ + τ = + τ =i 1 i i i i 1 i i if ,s , s s f ,s , i 1, 2, ...
Тоді з (3) маємо
( ) ( )+ +τ ≤ δ τi 1 i 1 i if ,s f ,s .  
Після ітерації отримаємо
( ) ( )+ +τ ≤ δ τjj 1 j 1 0 0f , s f , s  для кожного ∈j N.  Тоді: 
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )
α α α






τ = τ + τ = τ + τ = τ =
= τ + τ ≤ τ + τ ×




j 1 j j j j 1 j 1 j 1 j j
j






f ,s f ,s f ,s




Аналогічним чином можна отримати нерівність:
( )β+ β≤ + τ ⋅ − δj 1 0 0 0
1
s s f ,s .
1
З того факту, що 
( )τ = → ∞j jlim f , s 0, j  
і оскільки послідовності рівномірно обмежені, випли-
ває необхідний результат. Отже, лема доведена.
Доведення Теореми.
Для будь-яких чисел 
≤ τ < τ ≤1 20 T,  < < < ∞1 20 s s ,  
позначимо через
( ) { }Ω = ∈ >n1 1s x R : x s  – зовнішність сфери;
( ) ( ) ( )ττ = Ω × τ τ21 1 1 1 2G s s ,  – зовнішність циліндра;
( ) ( ) ( )
τ
τ τ τ
τ τ− =2 2 21 11 1 2 1 1 2
K s , s s G s \ G s .
Тепер фіксуємо τ > > ∆τ > ∆ >0, s 0, 0, s 0  та вводимо 
( )η x,t  і ( )η1 x :  
η = 1  в ( )τ+∆τ + ∆TG s s ;  η = 0  в ( ) ( )τ×n TR 0,T \ G s ,
η =1 1  в ( )Ω + ∆s s ,  η =1 0  в n ( )Ω\ s .
Припустимо, що
≤ η ≤ η ≤ η ≤
∆ ∆ ∆i ik x 1x
c c c
0 , , .
s s s
При цьому η =k 0  якщо τ + ∆τ < <t T  й ∇η = 0  якщо 
> + ∆x s s.
Означення. Енергетичним розв’язком (1), (2) нази-
вається функція така, що 
( ) ( ) ( )( )






1 p p 1 1
u x,t C 0,T ;L R
L 0,T ; W R L R 0,T
і задовольняє інтегральній тотожності:
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )− λ−
− +















u x,T v x,T dx u x,t v x,t dxdt
u u v u uv dxdt u x v x,0 dx,
де 
 ( )( ) ( )( )λ+ +∈ × ∩ ×n 1,1 n1 p 2,2v L 0,T W 0,T . 
Математика и кибернетика – прикладные аспекты
Зауважимо тут, що існування розв’язку в зазначено-
му вище сенсі широко відоме, якщо ≤1 p  та < λ ≤0 p  – 

















I ,s u dxdt.
Якщо ми покажемо, що для ( )∀τ > ∃ τ < ∞0 s :
( ) ( ) ( )= τ = τ + τ =T T TH H ,s : E ,s I ,s 0,
тоді (завдяки Лемі 1) отримаємо Теорему. 
Таким чином, достатньо показати:
( ) → → ∞TH 0, s 0, s ,
( )α βτ + + ≤ µ α > β > < µ <H H , s H H, 0, 0, 0 1.  
Зробимо заміну += ηp 1v u  в інтегральній тотожності 
та проінтегруємо частинами




 + ∇ + η = 







1 2 p 1
R
T
p 1 1 p 1
0 R
T
p 11 2 p
t x x
0 R
2 u x,T x,T dx
u u dxdt
(p 1) (2 u u u u ) dxdt.  (4)
До правої частини (4) застосуємо нерівність Юн- 
га з e:
( )
( )( ) τ
+ λ++ +
Ω
η + ∇ + η ≤
≤ + =  
∫ ∫
T
p 1 12 p 1 p 1
s G s
T T 1
u dx u u dxdt
c I E : cR .  (5)
Застосуємо нерівність Гальярдо-Ніренберга:
( ) ( )
Θ −Θ
α Ω β Ω γ
≤ ∇ 11, s , sv d v v ,






   
= = Θ − + − Θ γ > β >   α β γ  ∫
1
,
1 1 1 1
v : v dx , 1 , 1, 1
n















u dx c u u 1 dx, s s 0,  
де 
( )( )
( ) ( )
+ − λ
ν = <
+ + − λ
p 1 1
1.
2 p 1 n p














T p 1 1T 2
,s
s G s
1 : u dx dt c u u dxdt.
Повертаємось до інтегральної тотожності з тесту-
ючою функцією 









p 1 2 p 1
l l
0 s
v u t , l 0, t u dx dt, t 0.
і отримаємо
( )













 = χ η + η − η χ + 







12 p 1 p 1 2 p 1
l lt
s G s




T u dx 2 u u t dxdt
2 u u u t dxdt,
звідки з урахуванням (5) маємо:
( ) ( )+χ ≤ χl 1 l 1T c T R .
За допомогою нерівності Гельдера та інтегруючи 
останню нерівність: 
( ) ( ) −δδχ ≤ χ ll 1T c T R  для деяких > δ >l 0.
За означенням η(x, t) та попередніх викладок отри-
маємо низку нерівностей, які є ключовими:
( ) ( ) ( )τ+∆τ +∆ τΨ ≤ χ ≤ ΨT T,s s l ,sl T l ,
( ) ( )τΨ − ν ≤ ∆ τ ∆τT,s 11 cR s, s, , ,  (6)
( ) ( ) ( )ν−νχ ≤ χ ∆ τ ∆τ1 1 1T c T R s, s, , ,  (7)
( ) ( )−ν τχ ≤ Ψ − νT1 ,sT 1 .
 
(8)
Тепер за означенням енергетичної функції TE :
( ) ( ) ( )τ+∆τ +∆Ψ = τ + ∆τ + ∆ ≤ χT ,s s T 11 : E ,s s T .    (9)
Підставляємо (7) в (9) та використовуючи (8) й (6) 
отримаємо, що
( ) ( )+ντ + ∆τ + ∆ ≤ ∆ τ ∆τ1T 1E ,s s cR s, s, , .   (10)
Зауважимо тут, що починаючи з цього місця слід 




оскільки подальший (і заключний) хід доведення 




( ) ( )τ = τT TI , s E , s .  
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Отже, доведення тривіальне, бо відразу випливає:
( ) ( )
( ) ( ) ( )
∀τ > ∃ τ < ∞ = τ =
= τ + τ = ⋅ τ
T
T T T
0 s : H H ,s :
: E ,s I ,s 2 E ,s ,
Тож, за (10) та завдяки Лемі 1 отримаємо результат 
Теореми.
Випадок p>1. 
Розглянемо тепер нетривіальний випадок, коли 
параметр більший за 1, тобто p>1. Покладемо в інте-
гральній тотожності
α = + β = + γ =p 1, p 1, 2.








τ + ∆τ + ∆ ≤





















2(p 1) n(p 1)






 та δ = − ν1  приво 
 





+ Ψ ≤ Ψ − ν  
1 p
T T 2 1
,s s ,s 1
p 1
c 1 R .
2












Якщо застосуємо останню нерівність до відношен-
ня (11), то 
( )
( ) ( )
+ντ + ∆τ + ∆ ≤









Складаємо (10) та (12), користуємось означенням 
функції 1R ,
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де
( ) ( ) ( )τ∆ τ = τ − τ + ∆τf ,s : f ,s f ,s ,
 
( ) ( ) ( )∆ = τ − τ + ∆sf t,s : f ,s f ,s s .
Тепер фіксуємо 
( )( )( )( ) ( )( )
ν ν
+ν+ ν+∆ = τ ∆τ = τ 1p 1 1T Ts I ,s , E ,s .
І з того, що Е та І монотонні, переходимо до нерів-
ності




τ + τ + τ ≤ µ τ   
1 p 11
T T T 1 TH H ,s, ,s H ,s H ,s .   (13)
У випадку 0<p<1 можна легко (використовуючи 
той самим підхід) отримати нерівність аналогічну до 
(13), яка і завершить низку викладок нашого доведен-
ня, але, звичайно з іншим показником, а саме з
( )ν − λ





7. Обговорення результату про поведінку носія 
розв’язку
Результати, наприклад, [7, 8], [11] були отримані 
для невід’ємних розв’язків і з умовою на початкову 
функцію: або ця функція прямує до нуля, коли
 
→ ∞x , 
або вона має мажоранту. Виходить, що якщо початкова 
функція не має монотонної мажоранти, тоді навіть для 
самого простого рівняння 
= − < <pt xxu u u , 0 p 1
ми нічого не можемо сказати про поведінку розв’язку. Це 
спонукало автора продовжити раніше проведені дослі-
дження. Крім того, підкреслимо тут, що автори [5, 10] та 
ін. застосовували принцип максимуму для досліджень. 
Але, на жаль, для рівнянь більш високого порядку ми 
не маємо таких принципів. Тож, виникає актуальна 
проблема, яка і була вирішена в рамках даної роботи, − 
адаптування більш універсального підходу до вивчення 
задачі (1), (2), який дає змогу аналізувати поведінку 
розв’язку в ситуаціях більш складних та загальних.
8. Висновки
В результаті проведених досліджень:
– знайдені співвідношення, які містять L2, Lq+1 та 
Lλ+1 норми розв’язку;
– отримані функціональні залежності виду (3) 
шляхом застосування нерівностей Юнга, Гельдера, Га-
льярдо-Ніренберга до інтегральних оцінок; проведено 
аналіз співвідношень (3), (10), (13);
– доведено, що носій розв’язку задачі (1), (2) обме-
жений при t>0.
Зазначимо тут, що цікавою, важливою (але окре-
мою) задачею, яка не була реалізована в рамках цього 
дослідження, є оцінка розміру носія. Щодо питання 
знаходження оцінок носія можна ознайомитись з ро-
ботами [15–17].
Подяка
Ця робота була виконана за фінансової підтримки 
Фонду ім. Н. І. Ахієзера.
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